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Potrzebne nam bȩda̧: jedno twierdzenie i dwie definicje.

Twierdzenie Hahna–Banacha (o przedÃlużaniu funkcjonaÃlu) Niech V0 bȩdzie
podprzestrzenia̧ liniowa̧ przestrzeni liniowej unormowanej V (nawet nie zakÃladamy
zupeÃlności) i niech P0 bȩdzie funkcjonaÃlem określonym na V0, o normie r. Wtedy
istnieje, określony na V funkcjonaÃl P o normie r taki, że P |V0 = P0.

(Dowód bȩdzie albo na ostatnim wykÃladzie, albo w formie konspektu.)

DEFINICJA 1 Niech vn bȩdzie cia̧giem elementów przestrzeni liniowej unor-
mowanej V i niech v ∈ V . Powiemy, że cia̧g vn zbiega sÃlabo do v jeśli dla każdego
funkcjonaÃlu P ∈ V ∗ zachodzi zbieżność: P (vn) → P (v).

DEFINICJA 1 Niech Pn bȩdzie cia̧giem funkcjonaÃlów określonych na przestrzeni
liniowej unormowanej V i niech P ∈ V ∗. Powiemy, że cia̧g Pn zbiega ∗-sÃlabo do P
jeśli dla każdego elementu v ∈ V zachodzi zbieżność: Pn(v) → P (v).

Z A D A N I A

ZADANIE 1. Na podstawie Tw. Hahna–Banacha udowodnij istnienie “funkcjonaÃlu
wycia̧gaja̧cego normȩ”: Dla każdego v ∈ V istnieje funkcjonaÃl P o normie 1, taki
że |P (v)| = ‖v‖.

ZADANIE 2. Wykaż, że granica ∗-sÃlaba jest jedyna. Podobnie wykaż, że granica
sÃlaba jest jedyna (skorzystaj z zadania 1).

ZADANIE 3. Na przestrzeni V ∗ określilísmy wÃlaśnie dwie zbieżności: sÃlaba̧ oraz
∗-sÃlaba̧. Sprawdź, że ∗-sÃlaba jest sÃlabsza od sÃlabej. Udowodnij, że w przestrzeniach
refleksywnych zbieżność sÃlaba i ∗-sÃlaba na V ∗ sa̧ równoważne.

ZADANIE 4. Wykaż, że zbieżność sÃlaba jest sÃlabsza zbieżności w normie.

ZADANIE 5. Udowodnij Tw. Banacha–Alaoglu przy zaÃlożeniu, że V jest ośrodkowa:
Kula jednostkowa (w normie) w przestrzeni V ∗ jest cia̧gowo zwarta w topologii
∗-sÃlabej zbieżności.

ZADANIE 6. Zidentyfikuj zbieżności sÃlabe w przestrzeniach c0, `1, `2 oraz C(X)
(X - zwarta).

ZADANIE 7. Zidentyfikuj zbieżności ∗-sÃlabe w przestrzeniach `1 (jako sprzȩżonej
do c0) oraz `∞ (jako sprzȩżonej do `1).



ZADANIE 8. (Bogolyubov–Krylov). Niech T : X → X bȩdzie transformacja̧ cia̧gÃla̧
przestrzeni zwartej X. Udowodnij istnienie probabilistycznej miary T -niezmienniczej,
tzn. takiej, że µ(A) = µ(T−1(A).
Wskazówka: Na C(X) rozważ cia̧g miar µn = 1

n

∑n
i=1 δT n(x0), gdzie Tn oznacza

T ◦T ◦· · ·◦T (n razy), x0 jest dowolnym punktem w X, a δx oznacza miarȩ atomowa̧
w punkcie x. Nastȩpnie skorzystaj z tw. Banacha–Alaoglu.

Tomasz Downarowicz


